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Objetivos deste tópico

I Estudar os conceitos básico da decomposição de Dantzig-Wolfe e

conhecer suas aplicações;

I Ver como aplicá-la ao problema de dimensionamento de lotes.



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]
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Problemas de grande-porte

Restrições de acoplamento

Variáveis de acoplamento
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Problemas de grande-porte

Restrições de acoplamento
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Decomposição de Dantzig-Wolfe

min f(x) = cTx,

s.a Ax = b, (restrições de acoplamento)

Dx = d, (estrutura em blocos)

x ≥ 0,

x ∈ Rn, b ∈ Rm, d ∈ Rh

D =


D1

D2

. . .

DK
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Decomposição de Dantzig-Wolfe

min f(x) = cTx,

s.a Ax = b, (restrições de acoplamento)

x ∈ X , (estrutura especial)

X = {x ∈ Rn | Dx = d, x ≥ 0}, b ∈ Rm, d ∈ Rh

D =


D1

D2

. . .

DK
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Teorema da Representação/Resolução

Seja X = {x ∈ R | Ax = b, x ≥ 0} um poliedro não-vazio. Sejam x̄q, q ∈ Q,

os pontos extremos de X e x̄r, r ∈ R, os raios extremos de X . Então, x ∈ X
se, e somente se, x pode ser escrito como

x =
∑
q∈Q

λqx̄q +
∑
r∈R

µrx̄r,

com
∑
q∈Q

λq = 1; λq ≥ 0, µr ≥ 0, ∀q ∈ Q,∀r ∈ R.

Em outras palavras, temos que:

X =

{∑
q∈Q

λqx̄q +
∑
r∈R

µrx̄r|
∑
q∈Q

λq = 1, λq ≥ 0, µr ≥ 0

}
.
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Decomposição de Dantzig-Wolfe

I Pelo Teorema da Representação, qualquer x ∈ X pode ser escrito

como uma combinação de pontos extremos e raios extremos de X :

x =
∑
q∈Q

λqx̄q +
∑
r∈R

µrx̄r, com
∑
q∈Q

λq = 1, λq ≥ 0, µr ≥ 0.

Vamos então substituir essa igualdade no problema original:

min cTx,

s.a Ax = b,

x ∈ X .
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Decomposição de Dantzig-Wolfe

I Com isso, obtemos o seguinte problema equivalente:

min cT

∑
q∈Q

λqx̄q +
∑
r∈R

µrx̄r


s.a A

∑
q∈Q

λqx̄q +
∑
r∈R

µrx̄r

 = b,

∑
q∈Q

λq = 1,

λq ≥ 0, µr ≥ 0, ∀q ∈ Q,∀r ∈ R.

I cq = cT x̄q e aq = Ax̄q, ∀q ∈ Q;

I cr = cT x̄r e ar = Ax̄r, ∀r ∈ R.

I Chamado de Problema Mestre.
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Decomposição de Dantzig-Wolfe
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min
∑
q∈Q

λq(cT x̄q) +
∑
r∈R

µr(cT x̄r)

s.a
∑
q∈Q

λq(Ax̄q) +
∑
r∈R

µr(Ax̄r) = b,

∑
q∈Q

λq = 1,
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Decomposição de Dantzig-Wolfe

I Com isso, obtemos o seguinte problema equivalente:

min
∑
q∈Q

cqλq +
∑
r∈R

crµr

s.a
∑
q∈Q

aqλq +
∑
r∈R

arµr = b,

∑
q∈Q

λq = 1,

λq ≥ 0, µr ≥ 0, ∀q ∈ Q,∀r ∈ R.
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Decomposição de Dantzig-Wolfe
. Regiões fact́ıveis
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Decomposição de Dantzig-Wolfe
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Introdução à Decomposição de Dantzig-Wolfe 14

Decomposição de Dantzig-Wolfe
. Regiões fact́ıveis
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Decomposição de Dantzig-Wolfe
. Regiões fact́ıveis
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Decomposição de Dantzig-Wolfe
. Regiões fact́ıveis
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Decomposição de Dantzig-Wolfe
. Regiões fact́ıveis



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]
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Decomposição de Dantzig-Wolfe
. Regiões fact́ıveis
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Decomposição de Dantzig-Wolfe

I Problema Mestre:

min
∑
q∈Q

cqλq +
∑
r∈R

crµr

s.a
∑
q∈Q

aqλq +
∑
r∈R

arµr = b,

∑
q∈Q

λq = 1,

λq ≥ 0, µr ≥ 0, ∀q ∈ Q,∀r ∈ R.

I cq = cT x̄q e aq = Ax̄q, ∀q ∈ Q;

I cr = cT x̄r e ar = Ax̄r, ∀r ∈ R.
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Decomposição de Dantzig-Wolfe

I Temos um problema equivalente,

o qual possui menos restrições do

que o original, mas um número imenso de variáveis: uma para cada

ponto extremo e raio extremo do conjunto X ;

I Qual a vantagem?

I Podemos explorar alguma estrutura especial de X ;

I cj = cT x̄j e aj = Ax̄j , para j ∈ Q ou j ∈ R: Os coeficientes de

cada variável (custo e coluna) são determinados a partir de pontos

extremos e raios extremos de X ;

I Os pontos e raios extremos podem ser obtidos aos poucos.

Mas como?
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Formulação compacta

min
n∑

i=1

T∑
t=1

citxit +

n∑
i=1

T∑
t=1

hitIit

s.a
n∑

i=1

aixit ≤ bt, t = 1, . . . , T,

xit + Ii,t−1 = dit + Iit, i = 1, . . . , n; t = 1, . . . , T,

Ii0 = 0, i = 1, . . . , n,

xit ≥ 0, Iit ≥ 0, i = 1, . . . , n; t = 1, . . . , T.
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xit + Ii,t−1 = dit + Iit, i = 1, . . . , n; t = 1, . . . , T,

Ii0 = 0, i = 1, . . . , n,

xit ≥ 0, Iit ≥ 0, i = 1, . . . , n; t = 1, . . . , T.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Decomposição de Dantzig-Wolfe

I Sabemos que qualquer (x, I) ∈ X pode ser escrito como:

(x, I) =
∑
q∈Q

λq(x̄q, Īq) +
∑
r∈R

µr(x̄r, Īr),

∑
q∈Q

λq = 1, λq ≥ 0, µr ≥ 0.

sendo (x̄q, Īq), q ∈ Q, os pontos extremos de X e (x̄r, Īr), r ∈ R, os

raios extremos de X .

I Substituindo no problema anterior, obtemos...
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Decomposição de Dantzig-Wolfe

min
n∑

i=1

T∑
t=1

cit

(∑
q∈Q

λqx̄qit +
∑
r∈R

µrx̄rit

)
+

n∑
i=1

T∑
t=1

hit

(∑
q∈Q

λq Īqit +
∑
r∈R

µr Īrit

)

s.a
n∑

i=1

ai

(∑
q∈Q

λqx̄qit +
∑
r∈R

µrx̄rit

)
≤ bt, t = 1, . . . , T,

∑
q∈Q

λq = 1,

λq ≥ 0, µr ≥ 0.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Formulação extensiva

min
∑
q∈Q

n∑
i=1

T∑
t=1

(citx̄qit + hitĪqit)λq +
∑
r∈R

n∑
i=1

T∑
t=1

(citx̄rit + hitĪrit)µr

s.a
∑
q∈Q

n∑
i=1

(aix̄qit)λq +
∑
r∈R

n∑
i=1

(aix̄rit)µr ≤ bt, t = 1, . . . , T,

∑
q∈Q

λq = 1,

λq ≥ 0, µr ≥ 0.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Explorando a estrutura em blocos

min
n∑

i=1

T∑
t=1

citxit +

n∑
i=1

T∑
t=1

hitIit

s.a
n∑

i=1

aixit ≤ bt, t = 1, . . . , T,

(x, I) ∈ X i, i = 1, . . . , n.

X i = { (xi, Ii) | xit + Ii,t−1 = dit + Iit, t = 1, . . . , T,

Ii0 = 0,

xit ≥ 0, Iit ≥ 0, t = 1, . . . , T}

Notação: (xi, Ii) = (xi1, xi2, . . . , xiT , Ii1, Ii2, . . . , IiT ).
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Introdução à Decomposição de Dantzig-Wolfe 27

Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Explorando a estrutura em blocos

min
n∑

i=1

T∑
t=1

citxit +

n∑
i=1

T∑
t=1

hitIit

s.a
n∑

i=1

aixit ≤ bt, t = 1, . . . , T,

(x, I) ∈ X i, i = 1, . . . , n.

X i = { (xi, Ii) | xit + Ii,t−1 = dit + Iit, t = 1, . . . , T,

Ii0 = 0,

xit ≥ 0, Iit ≥ 0, t = 1, . . . , T}

Notação: (xi, Ii) = (xi1, xi2, . . . , xiT , Ii1, Ii2, . . . , IiT ).



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Explorando a estrutura em blocos

I Qualquer (xi, Ii) ∈ X i pode ser escrito como:

(xi, Ii) =
∑
q∈Qi

λiq(x̄qi, Īqi) +
∑
r∈Ri

µi
r(x̄ri, Īri),

∑
q∈Qi

λiq = 1, λiq ≥ 0, µi
r ≥ 0, i = 1, . . . , n.

sendo (x̄qi, Īqi), q ∈ Qi, os pontos extremos de X i e (x̄ri, Īri),

r ∈ Ri, os raios extremos de X i.

I Substituindo no problema anterior, obtemos...
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Explorando a estrutura em blocos

min
n∑

i=1

T∑
t=1

cit

 ∑
q∈Qi

λiqx̄qit +
∑
r∈Ri

µirx̄rit

 +
n∑

i=1

T∑
t=1

hit

 ∑
q∈Qi

λq Īqit +
∑
r∈Ri

µir Īrit



s.a
n∑

i=1

ai

 ∑
q∈Qi

λiqx̄qit +
∑
r∈Ri

µirx̄rit

 ≤ bt, t = 1, . . . , T,

∑
q∈Qi

λiq = 1, i = 1, . . . , n,

λiq ≥ 0, µir ≥ 0, i = 1, . . . , n, q ∈ Qi, r ∈ Ri.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Formulação extensiva explorando a estrutura em blocos

min
n∑

i=1

∑
q∈Qi

T∑
t=1

(citx̄qit + hitĪqit)λ
i
q +

n∑
i=1

∑
r∈Ri

T∑
t=1

(citx̄rit + hitĪrit)µ
i
r

s.a
n∑

i=1

∑
q∈Qi

(aix̄qit)λ
i
q +

n∑
i=1

∑
r∈R

(aix̄rit)µ
i
r ≤ bt, t = 1, . . . , T,

∑
q∈Qi

λiq = 1, i = 1, . . . , n,

λiq ≥ 0, µir ≥ 0, i = 1, . . . , n, q ∈ Qi, r ∈ Ri.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Formulação extensiva explorando a estrutura em blocos

Assumindo que os conjuntos X i sejam limitados:

min

n∑
i=1

∑
q∈Qi

T∑
t=1

(citx̄qit + hitĪqit)λ
i
q

s.a
n∑

i=1

∑
q∈Qi

(aix̄qit)λ
i
q ≤ bt, t = 1, . . . , T,

∑
q∈Qi

λi
q = 1, i = 1, . . . , n,

λi
q ≥ 0, i = 1, . . . , n, q ∈ Qi,

podemos observar que cada coluna corresponde a um plano de produção/

estoque completo de um dado item i. Assim, queremos determinar qual a

proporção ótima de cada plano.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Exerćıcio

Uma fábrica de refrigerantes produz dois tipos de bebidas, por meio de um

único tanque. Para processar 1000 litros da bebida 1 são necessárias 100 horas

do tanque, enquanto para 1000 litros da bebida 2, são necessárias 80 horas. A

disponibilidade do tanque para a fabricação destas bebidas nos próximos 3 meses

é de 240, 320 e 200 horas. O departamento de vendas fez uma previsão de

demanda para os próximos 3 meses. A demanda de cada bebida e os posśıveis

custos envolvidos são dados na tabela abaixo. Deseja-se determinar quanto

produzir e quanto estocar de cada bebida em cada peŕıodo.

Bebida 1 Bebida 2

Peŕıodo 1 2 3 1 2 3

Demanda (L) 900 1800 1800 400 600 800

Custo prod (R$/L) 1.0 1.5 2.0 0.5 0.5 0.9

Custo estoc (R$/L) 0.5 0.25 — 0.25 0.25 —
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Exerćıcio: formulação compacta

min 1.0x11 + 1.5x12 + 2.0x13 + 0.5x21 + 0.5x22

+0.9x23 + 0.5I11 + 0.25I12 + 0.25I21 + 0.25I22

s.a 0.1x11 + 0.08x21 ≤ 240

0.1x12 + 0.08x22 ≤ 320

0.1x13 + 0.08x23 ≤ 200

x11 + I10 − I11 = 900

x12 + I11 − I12 = 1800

x13 + I12 − I13 = 1800

x21 + I20 − I21 = 400

x22 + I21 − I22 = 600

x23 + I22 − I23 = 800

I10 = 0, I20 = 0

x11, x12, . . . , x23 ≥ 0

I11, I12, . . . , I23 ≥ 0
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Exerćıcio: estrutura

x11

x12

x13

I 10− I 11

I 11− I 12

I 12− I 13

x21

x22

x23

0.1 x12

0.1 x11

0.1 x13

0.08 x21
0.08 x22

0.08 x23

I 20−I 21

I 21−I 22

I 22−I 23

= 900

= 1800

= 1800

= 400

= 600

= 800

≤ 240

≤ 320

≤ 200
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Exerćıcio: estrutura

x11

x12

x13

I 10− I 11

I 11− I 12

I 12− I 13

x21

x22

x23

0.1 x12

0.1 x11

0.1 x13

0.08 x21
0.08 x22

0.08 x23

I 20−I 21

I 21−I 22

I 22−I 23

= 900

= 1800

= 1800

= 400

= 600

= 800

≤ 240

≤ 320

≤ 200
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Exerćıcio

min 1.0x11 + 1.5x12 + 2.0x13 + 0.5x21 + 0.5x22 + 0.9x23

+0.5I11 + 0.25I12 + 0.25I21 + 0.25I22

s.a 0.1x11 + 0.08x21 ≤ 240

0.1x12 + 0.08x22 ≤ 320

0.1x13 + 0.08x23 ≤ 200

x11 + I10 − I11 = 900

x12 + I11 − I12 = 1800

x13 + I12 − I13 = 1800

x21 + I20 − I21 = 400

x22 + I21 − I22 = 600

x23 + I22 − I23 = 800

I10 = 0, I20 = 0

x11, x12, . . . , x23 ≥ 0

I11, I12, . . . , I23 ≥ 0
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Exerćıcio

min 1.0x11 + 1.5x12 + 2.0x13 + 0.5x21 + 0.5x22 + 0.9x23

+0.5I11 + 0.25I12 + 0.25I21 + 0.25I22

s.a 0.1x11 + 0.08x21 ≤ 240

0.1x12 + 0.08x22 ≤ 320

0.1x13 + 0.08x23 ≤ 200

(x1, I1) ∈ X 1, (x2, I2) ∈ X 2

X 1 =



x11 + I10 − I11 = 900

x12 + I11 − I12 = 1800

x13 + I12 − I13 = 1800

I10 = 0

x11, x12, x13 ≥ 0

I11, I12, I13 ≥ 0


, X 2 =



x21 + I20 − I21 = 400

x22 + I21 − I22 = 600

x23 + I22 − I23 = 800

I20 = 0,

x21, x22, x23 ≥ 0

I21, I22, I23 ≥ 0


.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Pelo Teorema da Representação

I Qualquer (xi, Ii) ∈ X i pode ser escrito como:

(xi, Ii) =
∑
q∈Qi

λiq(x̄qi, Īqi) +
∑
r∈Ri

µi
r(x̄ri, Īri),

∑
q∈Qi

λiq = 1, λiq ≥ 0, µi
r ≥ 0, i = 1, . . . , n.

sendo (x̄qi, Īqi), q ∈ Qi, os pontos extremos de X i e (x̄ri, Īri),

r ∈ Ri, os raios extremos de X i;

I Os subproblemas são limitados, portanto temos apenas pontos

extremos.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Problema mestre explorando a estrutura em blocos

min
n∑

i=1

∑
q∈Qi

T∑
t=1

(citx̄qit + hitĪqit)λ
i
q

s.a
n∑

i=1

∑
q∈Qi

(aix̄qit)λ
i
q ≤ bt, t = 1, . . . , T,

∑
q∈Qi

λi
q = 1, i = 1, . . . , n,

λi
q ≥ 0, i = 1, . . . , n, q ∈ Qi.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Problema mestre explorando a estrutura em blocos

min
∑

q∈Q1

(1.0x̄q11 + 1.5x̄q12 + 2.0x̄q13 + 0.5Īq11 + 0.25Īq12)λ1q

+
∑

q∈Q2

(0.5xq21 + 0.5xq22 + 0.9xq23 + 0.25Iq21 + 0.25Iq22)λ2q

s.a
∑

q∈Q1

(0.1x̄q11)λ1q +
∑

q∈Q2

(0.08x̄q21)λ2q ≤ 240

∑
q∈Q1

(0.1x̄q12)λ1q +
∑

q∈Q2

(0.08x̄q22)λ2q ≤ 320

∑
q∈Q1

(0.1x̄q13)λ1q +
∑

q∈Q2

(0.08x̄q23)λ2q ≤ 200

∑
q∈Q1

λ1q = 1,

∑
q∈Q2

λ2q = 1,

λ1q , λ
2
q ≥ 0.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Problema mestre explorando a estrutura em blocos

I Considere os seguintes pontos extremos dos conjuntos X 1 e X 2, respect.:



x̄11

x̄12

x̄13

Ī11

Ī12

Ī13


=



4500

0

0

3600

1800

0


,



x̄21

x̄22

x̄23

Ī21

Ī22

Ī23


=



400

1400

0

0

800

0


.

I Substituindo esses pontos no problema mestre...
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
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Ī22
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Problema mestre explorando a estrutura em blocos

min
∑

q∈Q1

(1.0x̄q11 + 1.5x̄q12 + 2.0x̄q13 + 0.5Īq11 + 0.25Īq12)λ1q

+
∑

q∈Q2

(0.5xq21 + 0.5xq22 + 0.9xq23 + 0.25Iq21 + 0.25Iq22)λ2q

s.a
∑

q∈Q1

(0.1x̄q11)λ1q +
∑

q∈Q2

(0.08x̄q21)λ2q ≤ 240

∑
q∈Q1

(0.1x̄q12)λ1q +
∑

q∈Q2

(0.08x̄q22)λ2q ≤ 320

∑
q∈Q1

(0.1x̄q13)λ1q +
∑

q∈Q2

(0.08x̄q23)λ2q ≤ 200

∑
q∈Q1

λ1q = 1,

∑
q∈Q2

λ2q = 1,

λ1q , λ
2
q ≥ 0.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Problema mestre explorando a estrutura em blocos

min (1.0(4500) + 1.5(0) + 2.0(0) + 0.5(3600) + 0.25(1800))λ11

+(0.5(400) + 0.5(1400) + 0.9(0) + 0.25(0) + 0.25(800))λ21 + . . .

s.a 0.1(4500)λ11 + 0.08(400)λ21 + . . . ≤ 240

0.1(0)λ11 + 0.08(1400)λ21 + . . . ≤ 320

0.1(0)λ11 + 0.08(0)λ21 + . . . ≤ 200

λ11 + . . . = 1,

λ21 + . . . = 1,

λ11, λ
2
1,+ . . . ≥ 0.
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Problema de dimensionamento de lotes com capacidade
. Problema mestre explorando a estrutura em blocos

min 6750λ11 + 1100λ21 + . . .

s.a 450λ11 + 32λ21 + . . . ≤ 240

0λ11 + 112λ21 + . . . ≤ 320

0λ11 + 0λ21 + . . . ≤ 200

λ11 + . . . = 1,

λ21 + . . . = 1,

λ11, λ
2
1, . . . ≥ 0.



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]
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Decomposição de Dantzig-Wolfe
. Dantzig and Wolfe, Operations Research 8, 1960
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I Obrigado pela atenção!

I Dúvidas?


