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Objetivos deste tópico

I Entender o passo de Newton, como obtê-lo e como usá-lo no

método de pontos interiores;

I Conhecer diferentes vizinhanças da trajetória central;

I Estudar o algoritmo primal-dual e aplicá-lo na resolução de

problemas de programação linear.
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Método primal-dual de pontos interiores

Vamos responder à seguinte pergunta:

I Como garantir que a essa média é estritamente reduzida de uma iteração

para outra?

I Dado um ponto (x̄, p̄, s̄) com µ̄ = x̄T s̄/n que esteja na vizinhança do

caminho central, como podemos obter um novo ponto (x, p, s) com

xT s/n = σµ̄, 0 < σ < 1, que também esteja na vizinhança?

R: Usando o método de Newton!

I O método de Newton é usado quando queremos encontrar a solução de

um sistema não-linear.
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Método primal-dual de pontos interiores

I Definindo a função F (x, p, s) como:

F (x, p, s) =


Ax− b

AT p+ s− c

XSe− µe



podemos achar a solução (x(µ), p(µ), s(µ)) das condições KKT

perturbadas aplicando o método de Newton ao sistema F (x, p, s) = 0.

I O método de Newton (também conhecido como Newton-Raphson) é um

método iterativo que trabalha com uma aproximação linear de F em torno

de um dado ponto;

I Essa aproximação linear é usada para determinar a direção de Newton.
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I Essa aproximação linear é usada para determinar a direção de Newton.



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: passo de Newton, vizinhanças e algoritmo primal-dual 3

Método primal-dual de pontos interiores

I Definindo a função F (x, p, s) como:

F (x, p, s) =


Ax− b

AT p+ s− c

XSe− µe


podemos achar a solução (x(µ), p(µ), s(µ)) das condições KKT

perturbadas aplicando o método de Newton ao sistema F (x, p, s) = 0.

I O método de Newton (também conhecido como Newton-Raphson) é um
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Método primal-dual de pontos interiores

I Em geral, dado um sistema de equações não-lineares g(x) = 0 e um ponto

inicial x0, as iterações do método de Newton são dadas por:

xk+1 = xk − g(xk)/g′(xk)

= xk + dk.

I dk = −g(xk)/g′(xk) é a direção de Newton;

I O método finaliza quando g(xk) = 0, com a solução xk.

I Obs.: O método de Newton também é usado para achar um ótimo (local)

de uma função não-linear f(x), dado que se busca por um ponto que

satisfaça f ′(x) = 0;
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Método primal-dual de pontos interiores

I Para o sistema KKT perturbado, dado o ponto (x̄, p̄, s̄), determinamos a

direção de Newton (∆x,∆p,∆s) resolvendo-se o sistema:

∇F (x̄, p̄, s̄)

 ∆x

∆p

∆s

 = −F (x̄, p̄, s̄),

sendo que ∇F (x̄, p̄, s̄) é a matriz Jacobiana de F :

∇F (x̄, p̄, s̄) =

 ∇xF1 ∇pF1 ∇sF1

∇xF2 ∇pF2 ∇sF2

∇xF3 ∇pF3 ∇sF3

 =

 A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄
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Método primal-dual de pontos interiores

I Reescrevendo, temos que:

 A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄


 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− µ̄e

 ,

I No método de Newton, a direção (∆x,∆p,∆s) resultante é usada para

determinar um novo ponto:

(x, p, s) = (x̄, p̄, s̄) + (∆x,∆p,∆s)

levando a uma nova iteração. A cada iteração, F (x, p, s)→ 0.

I No caso das condições KKT perturbadas, se aplicarmos o método de

Newton até sua convergência, obtemos um ponto no caminho central.
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Newton até sua convergência, obtemos um ponto no caminho central.
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Método primal-dual de pontos interiores

I No caso das condições KKT perturbadas, se aplicarmos o método de

Newton até sua convergência, obtemos um ponto no caminho central.

I Porém, esse ponto terá µ = µ̄, isto é, o parâmetro de barreira irá se

manter igual; (lembre-se que queremos um novo ponto com µ

estritamente menor)

I Assim, calculamos (∆x,∆p,∆s) usando σµ em vez de µ, para 0 < σ < 1: A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄


 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− σµ̄e

 ,

I Além disso, não precisamos obter um ponto estritamente no caminho

central. Basta que ele esteja na vizinhança!
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manter igual; (lembre-se que queremos um novo ponto com µ

estritamente menor)

I Assim, calculamos (∆x,∆p,∆s) usando σµ em vez de µ, para 0 < σ < 1: A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄


 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− σµ̄e

 ,

I Além disso, não precisamos obter um ponto estritamente no caminho

central. Basta que ele esteja na vizinhança!



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: passo de Newton, vizinhanças e algoritmo primal-dual 8

Método primal-dual de pontos interiores

I No caso das condições KKT perturbadas, se aplicarmos o método de
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manter igual;

(lembre-se que queremos um novo ponto com µ

estritamente menor)

I Assim, calculamos (∆x,∆p,∆s) usando σµ em vez de µ, para 0 < σ < 1: A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄


 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− σµ̄e

 ,

I Além disso, não precisamos obter um ponto estritamente no caminho

central. Basta que ele esteja na vizinhança!



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: passo de Newton, vizinhanças e algoritmo primal-dual 8

Método primal-dual de pontos interiores

I No caso das condições KKT perturbadas, se aplicarmos o método de
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central.

Basta que ele esteja na vizinhança!
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Método primal-dual de pontos interiores

I Assim, aplicamos uma única iteração do método de Newton para (x̄, p̄, s̄);

I Para garantir que a nova solução permaneça na vizinhança, usamos um

tamanho de passo ᾱ > 0 tal que

(x, p, s) = (x̄, p̄, s̄) + ᾱ(∆x,∆p,∆s)

sendo que ᾱ é o máximo valor posśıvel tal que (x, p, s) permaneça na

vizinhança.
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Método primal-dual de pontos interiores

I Diferentes tipos de vizinhança podem ser definidas;

I Vizinhança estreita (narrow neighborhood):

N2(θ) = {(x, p, s) | ‖XSe− µe‖2 ≤ θµ};

I Lembrando que como as soluções não estão necessariamente sobre o

caminho central, não se pode garantir xjsj = µ, para todo

j = 1, . . . , n, mas sim que µ é a média das folgas complementares:

µ =
xT s

n
=

1

n

n∑
j=1

xjsj .

I Assim, a vizinhança controla a distância entre os produtos xjsj e a

média µ desses produtos (para um dado ponto);

I A distância de um ponto na vizinhança até o ponto na trajetória

central com o respectivo µ, não pode ultrapassar uma fração de µ.
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Método primal-dual de pontos interiores

I Vizinhança estreita (narrow neighborhood):

N2(θ) = {(x, p, s) | ‖XSe− µe‖2 ≤ θµ}.
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Método primal-dual de pontos interiores

I Vizinhança ampla (wide neighborhood):

N−∞(γ) = {(x, p, s) | xjsj ≥ γµ, ∀j = 1, . . . , n}, γ ∈ (0, 1).

x2 s2

x1 s1
γμ

k

γμ
k

 
k p

 
k

 k p  k x1 s1

x2 s2

x1 s1

x2 s2


k


k


kp

x2 s2

x1 s1

x1 s1

x2 s2

 k 1



k k p 1


 k p

 
k p

1


 k p

 k

1


 k

x2 s2

1


 k

1



k x1 s1

 k

 k

μ
k

μ
k

μ
k

μ
k+ p

μ
k

μ
k+ p

μ
k

μ
k

μ
k

μ
k+ p

μ
k

μ
k

μ
k+ p



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: passo de Newton, vizinhanças e algoritmo primal-dual 13

Método primal-dual de pontos interiores

I Vizinhança simétrica (symmetrical neighborhood)

Ns(γ) = {(x, p, s) | γµ ≤ xjsj ≤ (1/γ)µ, ∀j = 1, . . . , n}, γ ∈ (0, 1).
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Método primal-dual de pontos interiores

I Assim, aplicamos uma única iteração do método de Newton para (x̄, p̄, s̄);

I Para garantir que a nova solução permaneça na vizinhança, usamos um

tamanho de passo ᾱ > 0 tal que

(x, p, s) = (x̄, p̄, s̄) + ᾱ(∆x,∆p,∆s)

sendo que ᾱ é o máximo valor posśıvel tal que (x, p, s) permaneça na

vizinhança.

I Por exemplo, para N−∞(γ) = {(x, p, s) | xjsj ≥ γµ, ∀j = 1, . . . , n}:

ᾱ = max{α | (xj+α∆xj)(sj+α∆sj) ≥ γ(x+α∆x)T (s+α∆s)/n,∀j = 1, . . . , n}
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Método primal-dual de pontos interiores

I Algumas implementações escolhem o tamanho do passo sem considerar

uma vizinhança do caminho central, exigindo apenas que

(x̄, s̄) + ᾱ(∆x,∆s) > 0; (teste da razão simples)

I Isso agiliza o cálculo e permite que passos maiores sejam atingidos;

I Entretanto, exige monitoramento cuidadoso da centralidade das soluções;

I É comum usarmos um multiplicador α0 (por exemplo 0.95) multiplicando

o máximo tamanho de passo posśıvel;

I Outra prática comum é calcular tamanhos de passo separados para os

espaços primal e dual;

I Assim, calcula-se ᾱp tal que x̄+ ᾱp∆x > 0 e ᾱd tal que s̄+ ᾱd∆s > 0.
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I É comum usarmos um multiplicador α0 (por exemplo 0.95) multiplicando
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o máximo tamanho de passo posśıvel;
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Método primal-dual de pontos interiores

Resumindo:

I Seja um ponto (x̄, p̄, s̄) em uma vizinhança do caminho central;

I Associado a este ponto, temos o parâmetro de barreira médio µ̄ = x̄T s̄
n

;

I Queremos calcular um novo ponto (x, p, s) que permaneça na vizinhança

e que µ = xT s
n

satisfaça µ < µ̄;

I Para isso, calculamos a direção de Newton (∆x,∆p,∆s), partindo do

ponto (x̄, p̄, s̄);

I Escolhemos o maior tamanho de passo α tal que

(x, p, s) = (x̄, p̄, s̄) + ᾱ(∆x,∆p,∆s) permaneça na vizinhança.
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(x, p, s) = (x̄, p̄, s̄) + ᾱ(∆x,∆p,∆s) permaneça na vizinhança.



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: passo de Newton, vizinhanças e algoritmo primal-dual 16

Método primal-dual de pontos interiores

Resumindo:

I Seja um ponto (x̄, p̄, s̄) em uma vizinhança do caminho central;

I Associado a este ponto, temos o parâmetro de barreira médio µ̄ = x̄T s̄
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Método primal-dual de pontos interiores: Algoritmo

Entrada: Solução inicial (x̄, p̄, s̄) t.q. (x̄, s̄) > 0 e pertença a uma vizinhança N∗;
σ ∈ (0, 1); tolerâncias δp, δd e δo.

Passo 1: µ̄ = x̄T s̄/n;

Passo 2: Se ‖Ax̄− b‖ ≤ δp e ‖AT p̄+ s̄− c‖ ≤ δd e µ̄ ≤ δo
então PARE! Solução ótima encontrada;

Passo 3: Determine a direção de Newton: A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄

 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− σµ̄e


Passo 4: Determine o tamanho de passo:

ᾱ = max{α | (x̄, p̄, s̄) + α(∆x,∆p,∆s) ∈ N∗}

Passo 5: Atualize a solução atual: (x̄, p̄, s̄) = (x̄, p̄, s̄) + ᾱ(∆x,∆p,∆s)
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Passo 3: Determine a direção de Newton: A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄

 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− σµ̄e


Passo 4: Determine o tamanho de passo:
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Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: passo de Newton, vizinhanças e algoritmo primal-dual 17

Método primal-dual de pontos interiores: Algoritmo

Entrada: Solução inicial (x̄, p̄, s̄) t.q. (x̄, s̄) > 0 e pertença a uma vizinhança N∗;
σ ∈ (0, 1); tolerâncias δp, δd e δo.

Passo 1: µ̄ = x̄T s̄/n;

Passo 2: Se ‖Ax̄− b‖ ≤ δp e ‖AT p̄+ s̄− c‖ ≤ δd e µ̄ ≤ δo

então PARE! Solução ótima encontrada;
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Método primal-dual de pontos interiores: Algoritmo

Entrada: Solução inicial (x̄, p̄, s̄) t.q. (x̄, s̄) > 0 e pertença a uma vizinhança N∗;
σ ∈ (0, 1); tolerâncias δp, δd e δo.

Passo 1: µ̄ = x̄T s̄/n;

Passo 2: Se ‖Ax̄− b‖ ≤ δp e ‖AT p̄+ s̄− c‖ ≤ δd e µ̄ ≤ δo
então PARE!

Solução ótima encontrada;

Passo 3: Determine a direção de Newton: A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄

 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− σµ̄e


Passo 4: Determine o tamanho de passo:

ᾱ = max{α | (x̄, p̄, s̄) + α(∆x,∆p,∆s) ∈ N∗}

Passo 5: Atualize a solução atual: (x̄, p̄, s̄) = (x̄, p̄, s̄) + ᾱ(∆x,∆p,∆s)
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Passo 3: Determine a direção de Newton: A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄

 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− σµ̄e


Passo 4: Determine o tamanho de passo:
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Passo 3: Determine a direção de Newton: A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄

 ∆x

∆p

∆s

 = −

 Ax̄− b
AT p̄+ s̄− c
X̄S̄e− σµ̄e


Passo 4: Determine o tamanho de passo:
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Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: passo de Newton, vizinhanças e algoritmo primal-dual 17

Método primal-dual de pontos interiores: Algoritmo

Entrada: Solução inicial (x̄, p̄, s̄) t.q. (x̄, s̄) > 0 e pertença a uma vizinhança N∗;
σ ∈ (0, 1); tolerâncias δp, δd e δo.

Passo 1: µ̄ = x̄T s̄/n;

Passo 2: Se ‖Ax̄− b‖ ≤ δp e ‖AT p̄+ s̄− c‖ ≤ δd e µ̄ ≤ δo
então PARE! Solução ótima encontrada;
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Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Métodos de pontos interiores: passo de Newton, vizinhanças e algoritmo primal-dual 18

Método primal-dual de pontos interiores
. Alguns comentários

I No método infact́ıvel, permite-se que a solução inicial (e as

intermediárias) viole(m) Ax = b e AT p+ s = c;

I Em geral, a factibilidade é obtida já nas primeiras iterações;

I Após um determinado número de iterações, se as infactibilidades primal

ou dual não tendem a zero, então o problema é infact́ıvel/ilimitado;

(também detectável pelas funções objetivo)

I No método fact́ıvel, todas as soluções devem satisfazer Ax = b e

AT p+ s = c e, assim, as direções são calculadas por A 0 0

0 AT I

S̄ 0 X̄


 ∆x

∆p

∆s

 = −

 0

0

X̄S̄e− σµ̄e
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Método primal-dual de pontos interiores
. Exerćıcio

Determine a solução ótima usando o método primal-dual de pontos interiores:

max f(x1, x2) = 3x1 + 2x2

s.a 0,5x1 + 0,3x2 ≤ 3

0,1x1 + 0,2x2 ≤ 1

0,4x1 + 0,5x2 ≤ 3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
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Método primal-dual de pontos interiores
. Exerćıcio

Determine a solução ótima usando o método primal-dual de pontos interiores:

min −3x1 − 2x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5

s.a 0,5x1 + 0,3x2 + x3 = 3

0,1x1 + 0,2x2 + x4 = 1

0,4x1 + 0,5x2 + x5 = 3

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0
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Método primal-dual de pontos interiores
. Exerćıcio: Inicialização

Dados do problema:

cT =
[
−3 −2 0 0 0

]

A =


0,5 0,3 1 0 0

0,1 0,2 0 1 0

0,4 0,5 0 0 1

 b =


3

1

3


Começamos com a solução inicial arbitrária:

x̄ = (2, 2, 1,4, 0,4, 1,2), p̄ = (−5, −5, −5), s̄ = (2, 3, 5, 5, 5)

(escolhemos x1 = x2 = 2 e as demais são determinadas pelo sistema primal;

de forma análoga, escolhemos p̄ de modo a se ter s̄ > 0 pelo sistema dual)

Parâmetros: σ = 0,5; δp = δd = δo = 0,01; α0 = 0,95.
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Método primal-dual de pontos interiores
. Exerćıcio: Código em Octave

A = [0.5 0.3 1 0 0; 0.1 0.2 0 1 0; 0.4 0.5 0 0 1]

c = [-3; -2; 0; 0; 0]

b = [3; 1; 3]

n = 5

m = 3

x = [2 ; 2; 1.4; 0.4; 1.2]

p = [-5; -5; -5]

s = [2; 3; 5; 5; 5]

sigma = 0.5

alpha0 = 0.95

e = [1; 1; 1; 1; 1]
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Método primal-dual de pontos interiores
. Exerćıcio: Código em Octave

mu = (x’ * s) / n

X = diag(x)

S = diag(s)

J = [A zeros(m,m) zeros(m,n); zeros(n,n) A’ eye(n); S zeros(n,m) X]

F = [A * x - b; A’ * p + s - c; X * S * e - sigma * mu *e]

D = J \ (-F)

Dx = D(1:n)

Dp = D(n+1:n+m)

Ds = D(n+m+1:2*n+m)

-x ./ Dx

-s ./ Ds

alpha = alpha0 * (- s(1)/Ds(1)) /* Coloque aqui a variável com menor razao */

x = x + alpha * Dx

p = p + alpha * Dp

s = s + alpha * Ds
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Método primal-dual de pontos interiores
. Exerćıcio

Determine a solução ótima usando o método primal-dual de pontos interiores,

permitindo tamanhos de passo diferentes para os espaços primal e dual, e

usando uma das vizinhanças definidas em aula:

max f(x1, x2) = 3x1 + 2x2

s.a 0,5x1 + 0,3x2 ≤ 3

0,1x1 + 0,2x2 ≤ 1

0,4x1 + 0,5x2 ≤ 3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
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I Obrigado pela atenção!

I Dúvidas?


