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Objetivos deste tópico

I Conhecer a nomenclatura em Programação Inteira;

I Estudar modelos com variáveis inteiras e binárias;

I Ver como expressar condições lógicas usando variáveis inteiras e

binárias.
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Programação inteira

Algumas variáveis do modelo devem assumir apenas valores inteiros

(não-fracionários). Nomenclatura:

I Programação inteira pura: os modelos são descritos por variáveis

inteiras apenas;

I Programação inteira mista: os modelos possuem variáveis

fracionárias e variáveis inteiras;

I Programação inteira binária: os modelos são descritos por variáveis

que podem ser iguais a 0 ou 1 somente.



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Modelos de Programação Linear Inteira 3

Programação inteira
. Programação inteira pura

minimizar f(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . .+ cnxn

sujeito a a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn ≥ b2
...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

x1, . . . , xn ∈ Z+
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Programação inteira
. Programação inteira mista

minimizar f(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . .+ cnxn ++d1y1 + . . .+ dpyp

sujeito a a11x1 + . . .+ a1nxn+h11y1 + . . .+ h1pyp ≤ b1

a21x1 + . . .+ a2nxn+h21y1 + . . .+ h2pyp ≥ b2
...

...
...

am1x1 + . . .+ amnxn+hm1y1 + . . .+ hmpyp = bm

x1, . . . , xn ≥ 0

y1, . . . , yn ∈ Z+
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Programação inteira
. Programação inteira binária

minimizar f(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . .+ cnxn

sujeito a a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn ≥ b2
...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

x1, . . . , xn ∈ {0, 1}
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Programação inteira
. Exemplo

Uma metalúrgica produz dois tipos de ligas metálicas que são vendidas em barras

de 1 ton. Cada liga é composta de proporções diferentes de cobre, zinco e

chumbo, os quais estão dispońıveis em quantidades limitadas em estoque. A

tabela abaixo apresenta as composições das ligas e a matéria-prima dispońıvel.

Elabore um modelo de otimização para determinar quantas barras produzir de

cada liga, de modo a maximizar a receita bruta, sabendo-se que as barras não

podem ser fracionadas.

Matéria-prima Liga 1 Liga 2 Estoque

Cobre 50% 30% 3 ton

Zinco 10% 20% 1 ton

Chumbo 40% 50% 3 ton

Preço venda 3 mil 2 mil (R$ por ton)
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Programação inteira
. Exemplo

Obtemos o seguinte modelo de programação inteira:

max f(x1, x2) = 3x1 + 2x2

s.a 0,5x1 + 0,3x2 ≤ 3

0,1x1 + 0,2x2 ≤ 1

0,4x1 + 0,5x2 ≤ 3

x1, x2 ∈ Z+
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Programação inteira
. Exemplo: lp solve
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Programação inteira
. Exemplo: lp solve
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Programação inteira
. Exemplo: Excel/Solver
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Programação inteira
. Exemplo: Excel/Solver
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Programação inteira
. Exemplo: Excel/Solver
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio

Um empresário está fazendo um planejamento para os próximos três anos.

Ele tem dispońıvel R$ 25 milhões para investir anualmente e cinco projetos

estão sob consideração. A tabela abaixo apresenta os retornos esperados

para cada projeto ao final do terceiro ano e os desembolsos anuais. O

empresário deseja determinar quais projetos ele deve selecionar, de modo

a maximizar seu retorno total.

Desembolso (milhões R$) Retorno
Projeto Ano 1 Ano 2 Ano 3 (milhões R$)

1 5 1 8 20
2 4 7 10 40
3 3 9 2 20
4 7 4 1 15
5 8 6 10 30
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio

I Variáveis de decisão?

xi =

{
1, se o investimento i for escolhido,

0, caso contrário.
i = 1, . . . , 5.

I Restrições?

Ano 1: 5x1 + 4x2 + 3x3 + 7x4 + 8x5 ≤ 25

Ano 2: 1x1 + 7x2 + 9x3 + 4x4 + 6x5 ≤ 25

Ano 3: 8x1 + 10x2 + 2x3 + 1x4 + 10x5 ≤ 25

I Função objetivo?

Maximizar 20x1 + 40x2 + 20x3 + 15x4 + 30x5
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I Variáveis de decisão?

xi =

{
1, se o investimento i for escolhido,

0, caso contrário.
i = 1, . . . , 5.

I Restrições?

Ano 1: 5x1 + 4x2 + 3x3 + 7x4 + 8x5 ≤ 25

Ano 2: 1x1 + 7x2 + 9x3 + 4x4 + 6x5 ≤ 25

Ano 3:

8x1 + 10x2 + 2x3 + 1x4 + 10x5 ≤ 25

I Função objetivo?

Maximizar 20x1 + 40x2 + 20x3 + 15x4 + 30x5



Otimização Linear Cont́ınua e Discreta, PPGEP, UFSCar [Prof. Dr. Pedro Munari, munari@dep.ufscar.br]

Modelos de Programação Linear Inteira 14

Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio

max f(x) = 20x1 + 40x2 + 20x3 + 15x4 + 30x5

s.a 5x1 + 4x2 + 3x3 + 7x4 + 8x5 ≤ 25

1x1 + 7x2 + 9x3 + 4x4 + 6x5 ≤ 25

8x1 + 10x2 + 2x3 + 1x4 + 10x5 ≤ 25

x1, . . . , x5 ∈ {0, 1}
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio

O que mudaria com as seguintes exigências?

(a) Não se pode selecionar mais do que três projetos.

(b) O projeto 3 deve ser selecionado se o projeto 2 for.

(c) O projeto 3 não pode ser selecionado se o projeto 4 for.

(d) O projeto 5 deve ser selecionado se o projeto 1 ou o 3 forem.

(e) O projeto 5 deve ser selecionado se o projeto 1 e o 3 forem.
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio

O que mudaria com as seguintes exigências?

(a) Não se pode selecionar mais do que três projetos.

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 3

(b) O projeto 3 deve ser selecionado se o projeto 2 for.

x2 ≤ x3

(c) O projeto 3 não pode ser selecionado se o projeto 4 for.

x3 + x4 ≤ 1

(d) O projeto 5 deve ser selecionado se o projeto 1 ou o 3 forem.

x1 ≤ x5

x3 ≤ x5

(e) O projeto 5 deve ser selecionado se o projeto 1 e o 3 forem.

x1 + x3 ≤ x5 + 1
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio
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Programação inteira: Modelagem
. Exerćıcio
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(a) Não se pode selecionar mais do que três projetos.

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 3

(b) O projeto 3 deve ser selecionado se o projeto 2 for.

x2 ≤ x3

(c) O projeto 3 não pode ser selecionado se o projeto 4 for.

x3 + x4 ≤ 1

(d) O projeto 5 deve ser selecionado se o projeto 1 ou o 3 forem.

x1 ≤ x5

x3 ≤ x5

(e) O projeto 5 deve ser selecionado se o projeto 1 e o 3 forem.

x1 + x3 ≤ x5 + 1
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I Obrigado pela atenção!

I Dúvidas?


